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  چكيده

و مينيمم رنگ . يكساني نداشته باشندرنگ آميزي گراف عبارت است از برچسب گذاري هر راس بطوري كه رئوس مجاور برچسب 

بعنوان يك مسئله با كمترين رنگ ممكن رنگ آميزي گراف  ئلهمس.آميزي براي يك گراف بكار گيري كمترين برچسب ممكن مي باشد

NP-Hard گراف رنگ آميزي براي حل مسئله  سلسله مراتبي  خوشه بنديمبتني بر الگوريتم جديدي در اين مقاله   .شناخته شده است

نشان  DIMACSالگوريتم پيشنهادي روي گراف هاي تست اجراي نتايج تجربي بدست آمده از . ارائه شده است ممكن با حداقل رنگ

  .مي باشد مورد مقايسهدهنده كارائي الگوريتم پيشنهادي نسبت به الگوريتم هاي 

  كلمات كليدي 

  .داده كاوي  –خوشه بندي  –رنگ آميزي گراف 

 

A Hierarchical Clustering Based Algorithm for coloring graphs  
R.etemadi  , N.mogaddan charkari 

ABSTRACT 

Coloring a graph involves labeling each node so that adjacent nodes have different labels. A minimum coloring 

of a graph is a coloring that uses as few different labels as possible. The problem of coloring graph with the 

minimum number of colors is well known to be NP-Hard. In this paper, a new algorithm based on Hierarchical 

clustering is presented for the graph coloring problem with the minimum number of colors. Experimental results 

on DIMACS graphs Benchmark instances show improvements over existing algorithms for the graph coloring 

problem. 
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 مقدمه .1

مجاور راس گراف بطوري كه هيچ دو زوج رئوس رنگ مختلف به هر يك از  kرنگ آميزي گراف عبارت است از تخصيص يك رنگ از  - kمسئله 

كرد ، و آن  آميزي گراف مورد نظر را رنگ ،مي باشد كه بتوان با آن تعداد رنگ kعدد رنگي گراف نيز كوچكترين مقدار .رنگ يكساني نداشته باشند

 NP-Hardيك مسئله  ممكن از ديدگاه الگوريتمي ، روشن است كه مسئله رنگ آميزي گراف با كمترين تعداد رنگ. نمايش مي دهندGχ)(را با 

 [8],[9]،مسائل زمانبندي  [7],[6],[5]از مهمترين كاربرد هاي رنگ آميزي گراف تخصيص ثبات در كامپايلرها. [2],[4],[3]و دشوار مي باشد

نشان دادند كه  [3]و همكارانش در  Johnson.[2]،حل معدلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي و استخراج قسمت هاي موازي الگوريتم ها مي باشد

 . نيستند 0.5راس و چگالي  70هيچ يك از الگوريتم هاي قطعي مطرح شده ، حتي قادر به رنگ آميزي گراف نسبتا كوچكي با 

و الگوريتم اول بزرگترين   DSATUR [10]الگوريتم هاي حريصانه  .تلف براي رنگ آميزي گراف ارائه شده استالگوريتم هاي تقريبي مخ

 ABAC [26]و  MMGC [25]و [ 1]و بزرگ زاده ANTCOL[23]،   [12]و نيز هالپرين [4]، كارگر [2]الگوريتم هاي بلامو  [11]بازگشتي
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مفهوم خوشه   4و  3در بخش . تعريف مسئله رنگ آميزي گراف آورده شده است 2در بخش . تنظيم شده استمقاله حاضر در هشت بخش 

نتايج ارزيابي و نتيجه . الگوريتم پيشنهادي توضيح داده شده است 5در بخش .بندي و ارتباط آن را با مسئله رنگ آميزي گراف ذكر گرديده است

 .ستارائه شده ا 7و  6گيري نيز در بخش هاي 

 مسئله  تعريف .2

),(گراف غير جهدار  EVG عبارت  Gرنگ آميزي گراف -K. مجموعه يالها مي باشد را در نظر بگيريد Eمجموعه رئوس و  Vكه در آن  =

:}3,2,1,...,{مجموعه بصورت  Kبه  Gاست از نگاشت رئوس گراف  KVc ),(:)()(كه در آن  → vcucEvu و يا به  باشد∀∋≠

مي باشد كه بتوان با  kعدد رنگي گراف نيز كوچكترين مقدار . باشندكه با هم مجاور باشند رنگ يكساني نداشته  Gعبارت ديگر رئوسي از گراف 

رنگ آميزي يك - kه براي پر واضح است كه تعداد حالت هايي ك .نمايش مي دهندGχ)(آن تعداد رنگ گراف مورد نظر را رنگ كرد ، و آن را با 

راس بايد بررسي شود برابر است با  nگراف با 
1

11

−

−+

k

k
n

از ديدگاه الگوريتمي ، روشن است كه مسئله رنگ آميزي گراف با كمترين تعداد و    

پس هدف ما در اين مقاله ارائه راهكاري ابتكاري و البته تقريبي براي رنگ آميزي  .[2],[4],[3]و دشوار مي باشد NP-Hardرنگ يك مسئله 

  .با كمترين رنگ ممكن و  هزينه زماني كمتر مي باشد Gگراف 

 خوشه بندي  .3

گروه هاي ايجاد فرايند گروه بندي مجموعه اي از اشياء فيزيكي يا انتزاعي به دسته هاي شبيه به هم ، خوشه بندي ناميده مي شود و هر يك از 

ا اشياء موجود در داخل يك خوشه بيشترين شباهت را با هم ديگر داشته و با اشياء گروه هاي بعدي بيشترين تفاوت ر. شده را يك خوشه مي نامند 

  .[14]،[13]دارند

  

خوشه بصورت  k شي را در نظر بگيريد، هدف از خوشه بندي گروه بندي اشياء در nشامل   X={x1,x2,…,xn}مجموعه : تعريف 

C={C1,C2,…,Ck} مي باشد بطوري كه هر خوشه داراي شرايط زير مي باشد:  
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 [15]:خوشه برابر است با  kشي به  nبا توجه به تعريف بالا تعداد حالتهاي مختلف براي خوشه بندي 
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معلوم باشد پيدا كردن  kمي توان فهميد كه حتي اگر ) 1(از رابطه . توسط كاربر تعيين مي شود kدر بيشتر روشها مقدار تعداد خوشه ها يعني 

kخوشه تقريبا بصورت  Kشي به  nهمچنين تعداد راه هاي خوشه بندي . بهترين حالت خوشه بندي كار ساده اي نيست
n
/k!  افزايش مي يابد

و بغرنج  بشمار مي آيد و بايد توسط  NP-Completeخوشه ، يك مسئله  kشي به  nمسئله يافتن بهترين حالت براي خوشه بندي   بنابراين

  .[16]تكنيك هايي بصورت بهينه حل گردد

 

 رنگ آميزي گراف -kارتباط خوشه بندي  با  .4

رنگ آميزي گراف  - kمي توان به اين نتيجه رسيد كه رنگ آميزي گراف و خوشه بندي - kبراي  3و  2با توجه به تعاريف ارائه شده در قسمت 

و مي توان از الگوريتم ها و تكنيك هايي موجود براي خوشه بندي اشياء براي رنگ آميزي . به راحتي قابل تبديل به مسئله خوشه بندي مي باشد

  .گراف استفاده نمود

  :رنگ آميزي گراف را بصورت زير تعريف كرد - kبا توجه به مفهوم خوشه بندي مي توان مسئله 



},,....,{مجموعه : راس بر اساس مفهوم خوشه بندي   nبا  G (V,E)رنگ آميزي گراف- kتعريف  21 nvvvV راس را در نظر  nشامل =

},,....,{خوشه بصورت  kدر  V اشياء موجود در مجموعه ، هدف از خوشه بندي گروه بندي بگيريد 21 kcccC مي باشد بطوري كه هر =

 :خوشه داراي شرايط زير مي باشد
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 ارتباط بين رنگ آميزي گراف و خوشه بندي) : 1(شكل 

با . ديده مي شود 1,2,3يك رنگ آميزي ممكن با سه رنگ ) b-1(در شكل . را رنگ آميزي نمائيم) a-1(براي مثال مي خواهيم گراف شكل

توجه به تعريف بالا براي رنگ آميزي گراف بر اساس خوشه بندي مي توان گراف مورد نظر را به سه خوشه مجرا خوشه بندي كرد و بعد ازخوشه 

 )c-1شكل .(بندي براي هر خوشه يك رنگ دلخواه را انتخاب كرد

حال . خوشه از رئوس و رنگ آميزي هر خوشه با يك رنگ مي توان مسئله رنگ آميزي گراف را حل كرد kا تعين بالا ببا توجه به تعريف 

كه الگوريتم ها و ،يكي از فرايند هاي مهم كشف الگو ، خوشه بندي مي باشد .الگوريتم هاي زيادي براي خوشه بندي اشياء ارائه داده شده است

بطور كلي الگوريتم ها و تكنيك هاي خوشه بندي ارائه شده را مي توان به پنج دسته  .اوي را مي پوشاندينه داده كتكنيك هاي مختلفي در زم

 .و روشهاي مبتني بر مدل Gridروشهاي پارتيشن بندي، روشهاي سلسله مراتبي ، روشهاي مبتني بر تراكم ، روشهاي مبتني بر : تقسيم بندي كرد

مراجعه كرد ، كه توصيف  [22]، [21]، [20]، [19]،  [18]، [17] [16]،[15]،[14]،[13]كه براي آشنايي با  اين الگوريتم ها مي توان به منابع 

  .هر يك از آنها خارج از مجال اين بحث بوده ولي هر كدام راه كار بهينه اي را براي حل مسئله خوشه بندي پيشنهاد داده اند

  



 ريتم پيشنهادي ارائه الگو .5

مجموعه يالها مي باشد ، تعاريف زير را قبل از ارائه الگوريتم پيشنهادي در  Eمجموعه رئوس و  Vكه در آن  G(V,E)با فرض گراف غير جهت دار 

  :نظر مي گيريم

تعريف مي شود و عبارت است از تمامي رئوسي از گراف  vبراي يك راس دلخواه مثل  : مجموعه رئوس همرنگ كانديد يك راس -1-5تعريف 

G  كه با راسv مجاور نيستند.  

تعريف مي شود و عبارت است از تعداد رئوسي از مجموعه رئوس  uبا گره دلخواه ديگر  vبراي يك گره دلخواه  :گره ها تشابه معيار-2- 5تعريف 

  .مجاور نيستند vكه با گره   uهمرنگ كانديد راس 

تعريف مي شود و عبارت است از مجموعه تمام خوشه  Cبراي خوشه مفروض :  مجموعه خوشه هاي همرنگ كانديد يك خوشه - 3- 5تعريف 

},,...,{هايي مثل  21 tCCCSC  :كه در تعريف زير صدق كند=

SCCtiEuvedgeCuCv ii ∈≤≤∉∈∀∈∀ ,1,),(:, 

},,...,{با هيچ كدام از رئوس موجود در خوشه هاي  Cو يا به عبارت ديگر هيچ راسي از خوشه  21 tCCCSC   . مجاور نباشد =

موجود باشد كه با يكي از رئوس   C2بر خورد دارد اگر حداقل يك راس در خوشه  C2با خوشه  C1مي گوئيم خوشه  :برخورد  - 4-5تعريف 

  .مجاور باشد C1خوشه 

تعريف مي شود و عبارت است از تعداد خوشه از مجموعه خوشه هاي  C2با  C1بين دو خوشه مثل خوشه  :معيار  تشابه خوشه ها - 5-5تعريف 

  .برخورد ندارند C1كه با خوشه  C2همرنگ كانديد براي خوشه 

  :الگوريتم پيشنهادي  �

 .ه مراتبي خوشه بندي ارائه مي شودكه بر اساس الگوريتم هاي سلسل Gبا توجه به تعاريف بالا الگوريتم پيشنهادي براي رنگ آميزي گراف 

  .ديده مي شود الگوريتم پيشنهادي داراي مراحل زير مي باشدو) 2(همانطور كه در شكل 

 را بعنوان يك خوشه در نظر بگير Gهركدام از رئوس گراف  -1

 تا رسيدن به تعداد معين خوشه ها و يا عدم امكان كاهش تعداد خوشه ها مرحل زير را تكرار كن -2

  .و تعداد خوشه ها ايجاد كن 1را  بين  kعدد تصادفي - 2-1

  .ام را پيدا كن kمجموعه خوشه هاي همرنگ كانديد خوشه  - 2-2

  .ام را محاسبه كن kبراي تمامي خوشه هاي موجود در مجموعه همرنگ كانديد معيار تشابه با خوشه  - 2-3

  .ام تركيب كن kام دارد ، با خوشه  kخوشه اي كه بيشترين تشابه را با خوشه  - 2-4

        

اگر به معيار تشابه . اگر در الگوريتم ارائه شده دقت شود ، در هر مرحله خوشه هايي را كه بيشترين تشابه را با هم دارند تركيب مي كنيم

هر مر حله انتخاب شوند كه خوشه خوشه ها دقت شود ، واضح است كه هدف از اين معيار تشابه اين است كه خوشه هايي براي تركيب در 

حاصل از تركيب ، كمترين بر خورد را با اجتماع مجموعه هاي همرنگ كانديد هر دو خوشه داشته باشد تا به كمترين تعداد خوشه ها در 

  .بيانگر اين مطلب استكه نتايج حاصل . الگوريتم خوشه بندي دست يابيم

  

  ايج تجربينت .6

و حافظه اصلي با ظرفيت  GHz 1.7با پردازنده  4كد شده و روي سيستم كامپيوتري پنتيوم  C#.netالگوريتم ارائه شده با زبان برنامه سازي  

256MB ي ارزيابي الگوريتم پيشنهادي از گراف هاي استاندارد برا. اجرا شده استDIMACS [24]  يابي الگوريتم رزبراي ا .استفاده شده است

البته اغلب اين گرافها قبل از آن نيز  .استفاده مي كنند 2002سال  DIMACSبيشتر محققان از گراف هاي تست مسابقه  ،رنگ آميزي گرافهاي 

برخي از گراف هاي اين مجموعه بصورت تصادفي و با استفاده از برنامه هاي توليد كننده گراف ساخته  .در دسته هاي مختلفي معرفي شده بوده اند

 Grayاز  SCHو برخي نيز از مسائل كاربردي نتيجه مي شوند، بعنوان مثال گراف هاي سري David Johnsonاز  DSJند مانند سري شده ا

Lewandaski  كه مربوط به مسئله زمانبندي كلاس در هر يك از حالات بدون فضاي خالي و با فضاي خالي است و يا گراف هاي سريLAT  ،

بر مبناي مساله تخصيص ثبات در كامپايلر ها ايجاد شده  REGهمچنين در اين مجموعه سري . تين مي باشدكه مربوط به مساله مربع لا

  .آورده شده است) 1(گراف هاي آزمون كه در اين مقاله استفاده شده، در جدول مشخصات بعضي از اين .[1]است



 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 براي رنگ آميزي گراف مبتني بر الگوريتم خوشه بندي سلسله مراتبي الگوريتم پيشنهادي): 2(شكل 

 
 مشخصات گراف هاي آزمون استفاده شده): 1(جدول

  نام گراف نمونه  تعداد رئوس  يالهاتعداد   عدد رنگي 

5  736  125  DSJ125.1  

17  3891  125  DSJ125.5  

5  5714  450  Le450_5a  

25  8260  450  Le450_25a  

14  19095  385  School1 

14  14612  352  School1_nsh  

8  3218  250  DSJC250.0.1 

25  17343  450  Le450_25c  

12  3555  500  DSJC500.0.1 

15  10360  225  Queen15_15  

INPUT: },....,,{ 21 nvvvV =  (set of vertices Graph G (V, E)) 

OUTPUT: },....,,{ 21 kcccC = ( kjijiCvCuEvu ji ≤≤≠⇒∈∈∈∀ ,1,,,),( ) 
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و با الگوريتم هاي  [1]از منبع  EA2_bو EA1_a ،EA2_a  ،EA3 ،EA1_bنتايج بدست آمده از الگوريتم پيشنهادي را با الگوريتم هاي 

ANTCOL [23]  و الگوريتمMMGC [25]  و الگوريتمABAC  [26] گزارش شده  )4(و )3(و ) 2(مورد مقايسه قرار گرفته و بصورت جداول

روي سيستم كامپيوتري پنتيوم  ANTCOLو  MMGCنتايج بدست آمده از اجراي الگوريتم هاي ) 2(لازم به توضيح است كه در جدول  .است

نتايج حاصل از پياده ) 4(در جدول  .گزارش شده است ، استفاده گرديده است [23]كه در منبع  256MBو حافظه اصلي  1.8GHzبا پردازنده  4

و سيستم عامل  1GB Ramو  3.2GHzبا پردازنده  4و اجراي آن بر روي سيستمي كامپيوتر پنتيوم  ++Cبا  ABACسازي الگوريتم 

LINUX  و پياده سازي الگوريتم پيشنهادي باC#.net2005 3.08با پردازنده  4پنتيوم  و اجراي آن بر روي كامپيوترGHz  512وMB Ram 

  . گزارش شده است XPو سيستم عامل 

  

  EA2_bو EA1_a ،EA2_a  ،EA3 ،EA1_bپيشنهادي و الگوريتم هاي   الگوريتماجراي نتايج ) 2(جدول 

Algorithms    

My 

Algorithm 
EA2_b EA1_b  EA3  EA2_a  EA1_a Best -

Known 

Data SET 

6  6  6  7  7  7  5  DSJ125.1  

21  22  22  22  22  21  17  DSJ125.5  

10  10  13  12  13  13  5  Le450_5a  

25  26  26  27  27  27  25  Le450_25a  

20  26  32  36  36  39  14  School1  

28  25  34  35  36  35  14  School1_nsh  

  

   MMGCو  ANTCOLو الگوريتم هاي الگوريتم پيشنهادي  اجراي  نتايج) 3(جدول 

Algorithms    

My Algorithm ANTCOL  MMGC 
Best -

Known 

Data SET 
CPU 

time(sec.) 
k 

CPU 

time(sec.)  
k  

CPU 

time(sec.)  
K 

0.4  6  173  6  155  5  5  DSJ125.1  

0.4  21  125  18  186  18  17  DSJ125.05  

2  11  713  9  650  9  8  DSJC250.0.1 

6.2  31  4918  29  4002  27  25  Le450_25c  

5.4  12  3125  15  3942  15  12  DSJC500.0.1 

1.8  19  624  18  845  17  16  Queen15_15  

 

  

  



  

  

 

 

 

 

 

 

 

  

  

  

  

  روي گراف هاي نمونه  MMGCو ANTCOLمقايسه تعداد رنگ هاي بدست آمده حاصل از اجراي الگوريتم پيشنهادي و الگوريتم هاي ) : 1(نمودار 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

توجه شود زمان اجراي ( بر اساس زمان اجرا روي گراف هاي نمونه  MMGCو ANTCOLمقايسه اجراي الگوريتم پيشنهادي و الگوريتم هاي ) : 2(نمودار 

  )الگوريتم پيشنهادي بعلت ناچيز بودن در مقايسه با الگوريتم هاي ديگر در نمودار ديده نمي شود و تقريبا قابل چشم پوشي است

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  بر اساس افزايش تعداد رئوس گراف ها ANTCOو MMGC ي  الگوريتم ها الگوريتم پيشنهادي و نتايج حاصل از تغييرات زمان اجراي) : 3(نمودار 

  

 

 

 



  

 ABACو الگوريتم اجراي الگوريتم پيشنهادي   نتايج) 4(جدول 

Algorithms    

ABAC 
(50 runs of  ABAC on each instance) 

My Algorithm 
Best -

Known 

Data SET 

Avg. time(sec.)  Avg. k  CPU time(sec.)  K 

0.92  5.7  0.1  6  5  DSJ125.1  

1.69  17.8  0.1  21  17  DSJ125.05  

4.9  17  0.5  19  16  Queen15_15  

4.33  8.5  0.6  11  8  DSJC250.0.1 

28.71  25  3.8  25  25  Le450_25c  

28.92  13  5.4  12  12  DSJC500.0.1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

   ABACار اجراي الگوريتم پيشنهادي و الگوريتم حاصل و تعداد رنگ هاي  نتايج حاصل از تغييرات زمان اجرا) : 4(نمودار 

 

 يجه گيرينت .7

نتايج اجراي الگوريتم  .ارائه داده شده استمبتني بر خوشه بندي سلسله مراتبي در اين مقاله الگوريتم جديدي براي رنگ آميزي گراف 

همانطور كه از نتايج . ارائه شده است ) 4(و  )3(، )2(،) 1(و نمودار هاي  )4(و)3(و ) 2(پيشنهادي و مقايسه آن با الگوريتم هاي انتخابي در جداول 

گرچه الگوريتم پيشنهادي در يك كامپيوتر مشابه با . ارائه شده مشخص است ، كارائي الگوريتم پيشنهادي از نظر زمان خيلي قابل توجه مي باشد

اجرا شده است ولي با در نظر گرفتن زمانهاي بدست آمده از ) 3.2GHzنسبت به  3.08GHzو  GHz 1.8نسبت به 1.7GHz(ه كندتردپردازن

 اجراي الگوريتم پيشنهادي روي گراف هاي استاندارد انتخاب شده و مقايسه آن با زمان اجراي الگوريتم هاي انتخابي اختلاف خيلي فاحشي را

دقت شود الگوريتم پيشنهادي براي رنگ آميزي گراف بهتر عمل مي نيز ) 3(و ) 2(و جداول  1اگر به نمودار .   )4و2،3هاينمودار(بدست مي دهد 

مزيت ديگر الگوريتم  .كند و اين نيز مي تواند دليل ديگري بر كارا بودن الگوريتم پيشنهادي نسبت به الگوريتم هاي انتخابي براي مقايسه باشد

كارائي الگوريتم تغيير نمي كند و حتي در بعضي نمونه ها ) راس  500با (شتر يپيشنهادي اين است كه با در نظر گرفتن گرافهايي با تعداد رئوس ب

 



به دليل اختلاف زياد زمان اجراي .زمان اجراي الگوريتم ها را بر اساس افزايش گره ها نشان داده ايم ) 3(در نمودار شكل  .بهتر عمل مي كند

همانطور كه در نمودار ها ديده مي شود . نمايش داده ايم) b-3شكل (رجداگانه اي الگوريتم پيشنهادي با الگوريتم هاي مورد مقايسه آن را در نمودا

بصورت نمايي است و با افزايش تعداد رئوس گراف زمان اجرا خيلي افزايش مي يابد  ANTCOLو  MMGCتغييرات زمان اجراي الگوريتم هاي 

غييرات زمان اجراي آن با افزايش تعداد گره هاي نمونه گرافها ،تقريبا بصورت ولي اگر به نمودار الگوريتم پيشنهادي توجه كنيم در مي يابيم كه ت

مورد مقايسه قرار داده ايم  ABACالگوريتم پيشنهادي را با الگوريتم ) 4(و نمودار ) 4(در جدول  .يك ضريب ثابت افزايش پيدا مي كندخطي و با 

با افزايش تعداد گره هاي گراف زمان اجرا تقريبا بصورت ) b-3(اشد و همانند نمودار همانطور كه ديده مي شود الگوريتم پيشنهادي سريعتر  مي ب

اگر دو الگوريتم را بر اساس تعداد ). b-4نمودار (بصورت تقريبا نمايي افزايش پيدا مي كند ABCAزمان اجراي الگوريتم  و خطي تغييرمي كند

عمل كرده است و در  ABCAريتم پيشنهادي در بعضي نمونه ها بهتر از الگوريتم رنگ هاي حاصل مورد مقايسه قرار دهيم مي بينيم كه الگو

 .و اين خود نشاندهنده كارائي الگوريتم پيشنهادي مي باشد .را بدست آورده است ABCAرنگ نزديك به الگوريتم تعداد  ،بقيه

  

  مراجع  .8
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